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МАГНИТНОГО ДИПОЛЯ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ДВУХСЛОЙНОЙ     
ЛИНЗОЙ ИЗ МЕТАМАТЕРИАЛА 
Предлагается метод аналитического решения краевой задачи проникновения электромагнит-
ного поля точечного магнитного диполя через бесконечную плоскую двухслойную линзу (экран) из фо-
кусирующих метаматериалов. Показывается, что для линз со специальными комбинациями мате-
риальных параметров слоев образуется серия фокусов: один за экраном и три перед экраном в полу-
пространстве расположения точечного источника поля возбуждения. При этом суммарное поле фо-
кусов перед линзой равно сумме полей магнитных и электрических диполей.  
Введение 
В электродинамике экранирующих структур значительное место занимает исследование  
свойств многослойных экранов, слои которых выполнены из различных композитных материа-
лов: бианизотропных, биизотропных, киральных, метаматериалов и др. [1–3]. Как правило, 
изучаются структуры геометрически правильной формы: сферические, цилиндрические и плос-
кие [4]. Это связано с возможностью получения аналитических решений задач рассеяния элек-
тромагнитных волн на экранах [5] и с их практическим применением. Наиболее детально ис-
следованы многослойные плоские экраны при воздействии плоских электромагнитных волн    
[1, 2, 6]. Разрабатываются методы моделирования, основанные на использовании передаточных 
матриц и двухсторонних граничных условий для многослойных структур [7–10]. В последнее 
время в литературе выделяется класс экранов из метаматериалов с фокусирующими свойства-
ми. Создаются модели, описывающие взаимодействие  электромагнитных полей точечных ис-
точников с экранами из метаматериалов конечных размеров [11, 12] и бесконечно протяжен-
ных [13]. Выявляются условия фокусировки точечных источников однослойными и двух-
слойными экранами со специальными материальными параметрами [14, 15]. Надо отметить, 
что для экрана с фокусирующими параметрами решение задачи рассеяния поля точечного ис-
точника в классическом смысле не существует [16], но в предельном смысле, при приближении 
материальных параметров экрана к фокусирующим, решение задачи приближается к решению 
с особыми точками в фокусах [15].  
В настоящей работе исследовано интегральное решение краевой задачи прохождения 
электромагнитного поля магнитного диполя через плоскопараллельную двухслойную линзу 
(экран) со слоями из метаматериалов. Применена методика моделирования, основанная на ис-
пользовании двухсторонних граничных условий на поверхности многослойного биизотропного 
экрана [7] и теорем сложения, связывающих базисные сферические и цилиндрические электро-
магнитные поля [5, c. 153]. Исследована структура полей за экраном и перед экраном в случае 
фокусирующих материальных параметров слоев. 
1. Постановка задачи 
В свободном пространстве 
3R   с декартовой системой координат Oxyz
 
 разместим пло-
ский экран   zD 0 , состоящий из двух слоев  ,0 11  z  2112  z  
с толщинами 2,1,  ss   21 . Слои выполнены из биизотропных материалов, харак-
теризуемых следующими материальными комплексными параметрами: ,, 00  rssrss  
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,s rsG G c  
;cZZ rss  0 0,    
электрическая и магнитная постоянные, с – скорость света 
в вакууме. В полупространстве  01 zD  на оси Oz в точке   0,,0,01  hhO , размещен точеч-
ный магнитный  диполь, который колеблется с круговой частотой 2 f   и возбуждает пер-
вичное поле 
0 0,E H . В результате взаимодействия поля диполя с экраном D образуются поля: 
1 1,  E H поле в D1, отраженное от экрана D; 1 0 1 1 0 1,     E E E H H H суммарное поле 
в области D1; 
   
,
s s
E H поле в слое s ; 2 2, E H поле, проникшее в полупространство
 .2 zD  Рассматривается временная зависимость полей вида  .exp ti  Сформулируем 
краевую задачу, моделирующую проникновение первичного поля 
0 0,E H  через экран D. 
Краевая задача 1. При заданном поле 
0 0,E H  требуется определить поля 1 1, ; E H
   
, ;
s s
E H 2 2,E H , которые удовлетворяют уравнениям 
0rot ,j ji E H 0rot j ji  H E в jD , 
(1) 
       ,rot sssss Zi EHE

       sssss Gi HEH

rot в ,s  
граничным условиям непрерывности тангенциальных составляющих полей на плоскостях раз-






















 H H  
(2) 














 H H  
и условиям излучения на бесконечности 
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  r – радиальная координата сферической системы координат  Or , связанной с де-
картовой системой координат .Oxyz  
2. Интегральное представление полей диполей                                     
Рассмотрим магнитный и электрический диполи, расположенные в начале координат О 
и ориентированные вдоль оси Оz:  
– магнитный диполь (ТЕ-диполь, электрический вектор параллелен экрану D) [5, с. 170] 
   м 0 01 0, ,O A m r kE    м 0 0 01 0, ;O h A n r kH                                       (4) 
– электрический диполь (ТH-диполь, магнитный вектор параллелен экрану D) [5, с. 162] 
   э 0 01 0, ,O B n r kE    э 0 0 01 0, ,O h B m r kH                                         (5) 
где     00 , BA  амплитуды диполей;  
  ,,rr


















 базисные сферические поля. 
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Поля точечных диполей, расположенных в вакууме, выражаются через базисные сфери-
ческие  электромагнитные поля [5, с. 118]. 
Учитывая осевую симметрию полей диполей, представим поля (4), (5) через базисные 
цилиндрические поля в вакууме [5, с. 130]: 







                                                  
(6) 















    
     10 1 1 ,V V J e     
     20 2 1 ρ ,V V J e                                      (7) 
  20
2
0 kv   при  
22





линдрической системы координат  ,zО   z,,

;  xJm функция Бесселя. 
Используя теоремы сложения [5, с.153], представим поля диполей (4), (5) через цилиндри-
ческие поля (6) в виде интегралов: 
 
     
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Для диполей (4), (5), расположенных в произвольных точках  0,0, , 1, 2, 3, ,l lO h l   
на оси Оz, учитывая сдвиг системы координат ll hzz  в формулах (8), получим интегральные 
представления полей: 
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 











                                   (10) 
Для  поля магнитного диполя, расположенного в точке   1ии ,0,0 DhO  , hh и , из фор-
мул (9) следует интегральное представление 
       10 м и 0 0
0
, ; , , ,O A h M k d z h


        E E  
(11) 
       20 м и 0 0 0
0
, ; , .O h A h M k d


      H H  
3. Краевая задача для экрана с двухсторонними граничными условиями 
Учитывая структуру первичного поля (11), решение задачи (1)–(3) представим в инте-
гральном виде: 




















   ( ) ( )
0 0
λ λ, λ λ в ,s s s s sE d H d
 
   E H  














0 1 1 0 1 1, ,E E E H H H      
                    ,, 10200020100   MbMahHMbMaE

                  
(13) 
      .0,,  bhAa  
Поля (12) удовлетворяют условиям (1)–(3) краевой задачи 1, если для подынтегральных 
полей выполнены условия следующей задачи. 







которые удовлетворяют уравнениям 





    









































и условиям на бесконечности. ■ 
Решение задачи (14), (15) в областях 21, DD представим через базисные поля (6) 
                    1 2 2 11 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0, ,E x M y M H h x M y M               
(16) 
                    1 2 2 12 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0, .E x M y M H h x M y M              
Поля в слоях s исключим из рассмотрения, заменяя граничные условия (15) на двухсто-
ронние граничные условия, связывающие поля
2211 ,;, HEHE

 по обе стороны экрана D. Для фор-
мулировки двухсторонних граничных условий запишем тангенциальные составляющие полей 
(13), (16) на плоскостях 
21,  в базисе 21,VV

(7): 
     
1 21 1 1 1 20
,V V
z
E E V E V

          
1 21 1 1 1 20
,V V
z
H H V H V

      
(17) 
     
1 22 2 1 2 2
,V V
z
E E V E V

          
1 22 2 1 2 2
,V V
z
H H V H V

      
где 
          ,, 100111011 222111  byvEEEaxEEE VVVVVV  
           ,, 10001110011 222111  axvhHHHbyhHHH VVVVVV  
(18)
 











         ,, 2002202 21  FxvhHFyhH VV  
 
.0
 veF  
Сформулируем краевую задачу проникновения поля (13) через экран D (с использовани-
ем двухсторонних граничных условий), которая эквивалентна краевой задаче (14), (15). 
  ,μωrot sssss EZHiE


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Краевая задача 3. При заданном поле 
00, HE

 (13) требуется определить поля
,,;, 2211 HEHE

  которые удовлетворяют уравнениям 




0rot     в   ;jD                                     (19) 







                                                           (20) 
и условиям излучения в областях 
jD .  
Матрица  Sˆ  определяется как произведение двух матриц: 






















































                      (21) 
где 
ss jvjv
HE , компоненты полей (17). 
4. Вычисление передаточной матрицы для двухслойного экрана 
Элементы передаточной матрицы 
       
       
       
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для слоя 
S  
определяются формулами [7] 





















































qpC       ,2114 ssss CCpC   



























      ,221122 ssssss CpCppC   
      ,122123 ssssss CCpppC    

















































pC       ,2132 ssss CCpC   
      ,122133 sssss
s CpCppC 
  

























      ,122141 ssssss CCpppC    
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      ,221144 ssssss CpCppC   
   ,ch js
s
jC   
   ,sh js
s
jS   
  ,sjsjs v   








Величины в формулах (23)  
,0 jsjs kkk   
,000 ss fkf   
,0 jsjs fkf   
,20 ss gkg   ,0 jj gkg   
,0 ss aka   

































jssssjs faagk    ,1 0s
j
js ff  ,
2
0 srsrss bf   
,arg0  jsk  
,arg0 0  sf  


























































Наложим на материальные параметры слоев 
s
  условия фокусировки 
,12  srsrs      
,srsrs ZG      
,2,1s                                        (25)  
где s  произвольные комплексные числа.  
Тогда безразмерные величины (24) примут значения 
,1,1,1,1,1,1,1,,0 2102121  sssssssssss fffggkkgba  





















Матричные элементы матрицы (22) упрощаются. Получим 
   
   
   





























                                          (26) 
        ,44332211 s
ssss CCCCС 
  
        ,041322314 
ssss CCCС  где 
(23) 


































  ,024 ss
s SviС 
  
  ,031 ss
s SviС   






















Вычислим матицу (21), умножая матрицы (26). Для матричных элементов получим фор-
мулы 














S   














S rr   ,212121024 SCSCviS   





S rr   
.,,, 1342234114322431 SSSSSSSS   
Матрица (21)  граничного условия определена. 
5. Аналитическое решение краевых задач экранирования 
Решение краевой задачи 3 представим в виде полей (16), которые удовлетворяют уравне-
ниям (19). Для определения неизвестных функций     ss yx ,  запишем векторное граничное 
условие (20) в виде четырех скалярных уравнений, подставляя в (20) компоненты (18) векто-
ров .sU  Получим систему алгебраических уравнений для вычисления ss yx , : 
      ,121301402120011 FaxySvShxSvhS   
      ,10022302402220021 FaxvhySvShxSvhS   
(28) 
      ,1023303402320031 FbyvySvShxSvhS   
      .1024304402420041 FbyhySvShxSvhS   
Решая систему уравнений (28), получим 








x   




x   
(29) 




y   
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где с учетом (27) 




























   2 211 22 12 21 0 0 1 1 2 2 2 1, ,r r r rD K K K K K K              
,2 2121210  rrrr ,111 rr   
.222 rr   
Решение (16) краевой задачи (19)–(21) при условиях фокусировки (25) построено. 
Для магнитного диполя (13) 0.b   Подставляя функции (29) в (16) и далее в интегра-




, , являющиеся решением краевой за-
дачи 1. Для электрических полей получим следующие интегральные представления: 
 
   
    
 
   
































    
 
 






























      ,
2
1
0140130120011 DKShSvKSvhSP   
      .04443004204100 KSSviZKSvSiZP   
6. Преобразование первичного ТЕ-поля в ТЕ-поле за экраном 
Первичное поле (13) является ТЕ-полем, которое при прохождении за экран в область 2D  
преобразуется в поле (30). Поле (30) определяется суммой ТЕ-поля и ТН-поля. Исключим       
ТН-поле, накладывая на материальные параметры экрана дополнительное условие фокусировки 







0 KSvhSPKPPKDK  ,00 KPP  .4204100 SvSiZP   
Запишем эти величины через экспоненты: 





K e e e e
                                              (32) 
    0 2 1 0 1 20 00 1 2 3 4 ,
4
v vv vi
P e e e e
         
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P e e e e
         
 
,2 2101  ,2 2102   
,2 2103  4 0 1 22 ;      
    ,11 12211  rr       ,11 21122  rr  
    ,11 21123  rr      4 1 2 2 11 1 ;r r          
,2101    
,2102    
,2103    
,2104   
0 1 2 1 2γ ε μ μ ε .r r r r   
В результате при условии (31) поля (30) примут вид 
 
   
   12 0 0
0
,






   
 
E                                             (33) 
 
 
    
 
 



























       
(34) 
7. Способ фокусировки полей 1 
Для фокусировки электромагнитных полей экраном D наложим на материальные пара-
метры слоев экрана дополнительные условия фокусировки. В выражении (32) при условии 
21  положим 
,02 2102   
,02 2103   4 0 1 2
2 0.                 (35) 
Разрешим систему алгебраических уравнений (35): 
,2111  rr  ,2222  rr  .22 2121210  rrrr                  (36) 
В результате получим систему уравнений фокусировки (25), (31), (36), которая имеет два ли-
нейных многообразия решений: 
– первое многообразие 
 ,1,2, 1111111  iZG rrrr  
(37) 
 2 2 2 2 2 2 2, 2 , 1 ,r r r rG Z i           
где  21, произвольные комплексные величины; 
– второе многообразие 
 ,1,2, 1111111  iZG rrrr  
(38) 
 .1,2, 2222222  iZG rrrr  







за экраном (33) с учетом формул (9), (10) определяется выражением 
где 
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       
















A h e M k d











                         (39) 
где ,2 hhf 
 
с учетом (32), (36) .81   
Формула (39) показывает, что поле в области 2D  
является полем магнитного диполя, со-
средоточенного в точке fO
 
c координатами .,0,0 fhzyx   
Из условия  h0 следует, 
что ,fh
 
т. е. источник fO
 
расположен в области 2D на расстоянии h  от экрана D  
и является фокусом (рисунок). 
Двухслойная линза с точками фокусировки. Способ фокусировки 1, 
10 2h   , 20 2h   ,                                
0 h   ;  ИO  источник поля, 2 3 4, , ,fO O O O   
фокусы,  
1O  фиктивный фокус 
Вычислим отраженное поле (34) в области 1D : 
          
          
0 2 1 0 1 20 0 0
0 2 1 0 1 20 0 0
1
1 1 2 3 4 0 0
1 0
2





, ; , .
v vv v v
v vv v v
A h e e e e e M k d
i
A h e e e e e M k d   

       

        
              







Учитывая формулы (4), (5), (9), (10), получим представление поля 
           
       
4 4
1 2
1 0 0 0 0
1 10 0
4 4
м э 0 01 01
1 1
1
ζ λ, ρ;λ, λ ν λ, ρ;λ, λ
8 4
1 1
ζ ν ζ ν ,
8 4 8 4
l l l l
l l
l l l l l l l l
l l
i
A h M k d A h M k d
i i





   
        
   
   
      














ε0,  μ0 
D2(z >∆) 
z=∆ 
ε0,  μ0 
D1(z <0) 




 h ∆1 
 
∆2 Ω2(∆1< z <∆) ε2, μ2, G2, Z2 


























,1 hh  ,2 22  hh ,2 13  hh ;24  hh  
  ,42 211   ,2 1232   4 1 22 4;      
 ,12 11  i 2 0,   ,2 123  i  .12 24  i  
С учетом формул (37) и (38)  ,12 11  i ,02   ,2 123  i  .12 24  i  
Анализ формул (40) показывает, что отраженное поле в области 1D  состоит из суммы 
полей электрических и магнитных диполей, сосредоточенных в четырех точках 
 4,3,2,1lOl . Точка 1O  во всех случаях расположена вне полупространства 1D , а при 0lh
источник lO  поля диполя принадлежит области 1D и является фокусом, который формируется 
перед экраном в области источника ИO  
первичного поля. В частности, при выполнении усло-
вий 120  h , 220  h точки 2O , 3O , 4O  являются фокусами в области 1D  (см. рису-
нок); при 120  h , 22h точки 3O , 4O фокусы в области 1D ; при 220  h , 12h  
точки 2O , 4O фокусы в области 1D ; при 12 h , 22 h ,  2h  точка 4O фокус. 
8. Способ фокусировки полей 2 
Вместо условий (35) выберем другую комбинацию условий фокусировки. В выражении 
(32) положим 
,02 2101  ,02 2103  .02 2104   
Решая эту систему уравнений, получим 
,2111  rr ,2222  rr .2χχ2εμμεβ 2121210  rrrr                    
(41) 
Система уравнений фокусировки (25), (31), (41) имеет два линейных многообразия реше-
ний: 
 ,1,2, 1111111  iZG rrrr  
(42) 
 2 2 2 2 2 2 2, 2 , 1 ;r r r rG Z i           
 ,1,2, 1111111  iZG rrrr  
(43) 
 ,1,2, 2222222  iZG rrrr  
где   21, произвольные комплексные величины. 





  и поле за эк-
раном (33) с учетом формул (9), (10) определяется выражением 
        

















A h e M k d












где ,211 hh f  .8η2   
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Показано, что поле  2E

в области 2D  
является полем магнитного диполя, сосредоточен-
ного в точке  
1 1
0,0,f fO h . 
Из условия 210  h  






расположен в области 2D  
на расстоянии h 21  
от экрана и является фокусом. 
Отраженное поле в области  1D   определяется формулами  (40), где для источников поля 
 0,0,l lO h ,2 21 hh  ,2 hh    ,2 123 hh  .2 14 hh   Для материальных пара-
метров (42) коэффициенты  ,2 2141     ,42 212     ;42 213   
,01   ,12 12  i  ,12 23  i  ,2 214  i  а для параметров (43) ,01 
 ,12 12  i  ,12 23  i  .2 214  i  
Из значений координат точек lO   следует, что точки 1O  и 2O  во всех случаях лежат вне 
области 1D . При условии  2120  h  точки 3O  и 4O принадлежат области 1D  и явля-
ются фокусами. 
При условии   121 22  h  точка 3O  лежит вне области 1D , а точка ,14 DO   т. е. 
является фокусом. При условии 12h  
точки  3O  и 4O  
не принадлежат области 1.D  
9. Способ фокусировки полей 3 
Выберем условия фокусировки, полагая в выражении (32) 
,02 2101   
,02 2102   
.02 2104   
Решив эту систему уравнений, получим 
,2111  rr  
,2222  rr  
.22 2121210  rrrr                  
(44) 
Решив систему уравнений (25), (31), (44), получим два многообразия решений, которые 
определяют фокусирующие материальные параметры слоев: 
 ,1,2, 1111111  iZG rrrr  
(45) 
 2 2 2 2 2 2 2ε δ , μ 2 δ , δ 1 ;r r r rG Z i        
 ,1,2, 1111111  iZG rrrr  
(46) 
 ,1δ,δ2μ,δε 2222222  iZG rrrr  
где   21, произвольные комплексные величины. 
Расположение фокусов определяется по аналогии со способом фокусировки 2. В резуль-
тате 
   
2 22 м 0 01 0
,f fO A m r k E E , 




;122 hhf   
       
4 4
1 м э 0 01 0 01 0
1 1
1 1
ζ ν ζ , ν ,
8 4 8 4
l l l l l l l l
l l
i i
O O A m r k n r k
 
   
       
   
 E E E . 
Здесь для материальных параметров экрана (43)  ,δδ2ζζ 2141    4,δδ2ζ 212 
  4;δδ2ζ 213   ,δδ2ν 211  i  ,1δ2ν 22  i  ,1δ2ν 13  i ;0ν4   для материальных 
18                    МНОГОКРАТНАЯ ФОКУСИРОВКА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
 
 
параметров (44) коэффициенты 
l
ζ  совпадают с вышеприведенными коэффициентами, 
а  ,δδ2ν 211  i  ,1δ2ν 22  i  ,1δ2ν 13  i .0ν4   
Координаты точек расположения диполей  0,0,l lO h  следующие: 
,2 11 hh    ,2 212 hh  ,3 hh  .2 24 hh   
Отметим, что дипольная структура фокусов по обе стороны однослойной линзы аналити-
чески описана в материалах [17]. 
Заключение 
Фокусирующие материальные параметры двух плоских слоев с толщинами 1  и 2
 2121 ,   двухслойной линзы (экрана) из метаматериалов составляют ряд одно-
мерных линейных многообразий, параметризуемых независимыми произвольными  комплекс-
ными величинами 1  и 2 . Возможны три основных варианта заполнения слоев фокусирую-
щими материалами с фиксированными величинами 1  и 2 , при которых осуществляется 
фокусировка поля магнитного диполя, расположенного перед экраном на расстоянии h от экра-
на. Возможны другие варианты заполнения слоев. В случае типового варианта (способ фокуси-
ровки 1) имеем следующие фокусы: при  h0  за экраном образуется один фокус; при 
,20 1 h 220  h  перед экраном возникают три фокуса; при условиях ,20 1 h
h22  или 20 2 ,h     h12 два фокуса; при ,2 1 h  ,2 2 h    2h один фокус; 
при  2h  фокусы перед экраном отсутствуют. Рассмотрены и другие способы фокусировки. 
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MULTIPLE FOCUSING OF ELECTROMAGNETIC FIELD OF MAGNETIC          
DIPOLE BY MEANS OF PLANE-PARALLEL TWO-LAYER LENS  
FROM METAMATERIALS 
 
A method of analytical solution of the boundary-value problem of electromagnetic field pene-
tration of point magnetic dipole through the infinite planar leans (screen) from the focusing metamate-
rials is suggested. It is demonstrated, that for the lenses with special combinations of material parame-
ters in layers the series of focuses are formed: one is over the screen and three is in front of the screen 
in the half-space of point source of the excitation field. The summary field of focuses in front of the 
lens is equal to the sum of fields of magnetic and electric dipoles. 
 
